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Pontszeri test egyensulya és mozgasa

1. Pontszeri test modellje

* A pontszerli test a legegyszeriibb olyan modell, amellyel bizonyos
esetekben a valosagos testek mozgasat helyettesiteni lehet.

* Ha valamely test mozgasanak leirasakor a test kiterjedése nem jatszik
szerepet, akkor az adott test egy pontszerii modellel helyettesithetd.

A pontszerli test olyan idealizalt modell, amelynek kiterjedése nincs, de
tomege van.

2. Pontszeri test egyenstlya
Pontszeri test akkor van egyensulyban, ha a rahat6 er0k vektori ereddje
nulla.

3. Pontszeri test mozgasa

Kiilonb6z6 mozgdsok dinamikai feltétele Newton II. torvényébdl
levezetheto.

F=mla

a) Egyenes vonala egyenletes mozgas

Egyenes vonalu egyenletes mozgas dinamikai feltétele, hogy a
testre ne hasson eré vagy a testre hato erok ereddje nulla legyen.

b) Egyenes vonalu egyenletesen valtozo mozgas

Egyenes vonalu egyenletesen valtozo mozgas dinamikai feltétele,
hogy a testre allando nagysagu és iranyu eredderd hasson.

¢) Egyenletes kormozgas
Egyenletes kormozgast akkor végez egy test, ha a rahato erdk

eredoje allando nagysagu, és iranya minden pillanatban a kor
kozéppontja felée mutat.



d) Egyenletesen valtozo kormozgas

Pontszerii test egyenletesen valtozo kormozgdsahoz olyan eredéerd
sziikséges, amely két komponensbol all.

Erint§ irdnyii erd:

a palya menti sebességet valtoztatja,
nagysaga dallando,

iranya mindig érinto irdnyu.

Centripetdlis ero:

korpdlyan valo maraddshoz sziikséges ero,
nagysaga az ido négyzetevel aranyosan valtozik,
iranya mindig sugar iranyu.

Az eredoerot Pitagorasz-tétellel szamoljuk ki.

Fi=m-as=m-r-B=24dll. (a;=r-p)

Fo=m-a,=m-w’ - r=m-r-f - =viltozé
(mert t valtozik!)

e) Harmonikus rezgomozgas

Harmonikus rezgomozgas létrejottének dinamikai feltétele, hogy a
testre olyan ereddero hasson, ami a kiteréssel aranyos, de vele
ellentétes iranyu.



Pontrendszer mozgasa

1. A pontrendszer fogalma

Egymassal kolcsonhatasban 1évé  pontszerii  testekbol dllo  rendszert
pontrendszernek nevezziik.
Ilyen pl.:

o Két biliardgolyo titkozése

* Egymassal kapcsolatban 1évd vasuti kocsik

» Naprendszer tagjai, ha a forgastol eltekintiink.

A pontrendszer tagjaira hathatnak: .
« Kiils6 erék (Fy, F») Wﬁ—g’—ﬁ\ %9—3—-@[\\/\\/\\%
« Belsd erdk (Fa, Fo):a  * okl il 5
rendszer tagjai kozott
miikodo erdk.
* A belsd erdk ereddje Newton III. torvényébdl adoddan mindig
nulla.

2. Pontrendszer mozgasanak dinamikai leirasa

A pontrendszer mozgasinak a leirdsandl a

kovetkezokre van sziikség: in

e A pontrendszer ismeretében meg kell 6ok i
hatdrozni az egyes tagjaira hatd erdket. ’”23 : %3

e Az erok ismeretében fel kell irni a dinamika < %g/ o mg 3
alapegyenletét a pontrendszer minden egyes i
tagjara. Ezek adjdk az egyes testek
mozgasegyenleteit.

* A rendszer tagjai kozt fennalld kapcsolatok segitségével fel kell ini a
kényszerfeltételeket.

Kényszerfeltételek

Pontrendszer tagjainak gyorsuldsai kozoOtti matematikai  kapcsolatot
kényszerfeltételnek nevezziik.

* Az 4bran lathato két kiskocsi a kotél nyujthatatlansaga miatt egyiitt fog
mozogni.



* Ebbdl kovetkezik, hogy pillanatnyi sebességiik és gyorsulasuk is mindig
azonos.

* Gondolatmenetiink soran tehat azt mondhatjuk, hogy a két test gyorsuldsa
azonos.

3. Lendiilet és lendiilet-megmaradas pontrendszer esetén

» Ha felirjuk a pontrendszer egyes tagjainak az impulzusat, és ezeket az
impulzusokat mint vektorokat Osszegezziik, akkor a pontrendszer
Osszimpulzusat kapjuk.

* A pontrendszer 0sszimpulzusat a belsé erék nem valtoztatjdk meg, mert
azok ereddje nulla.

* Amennyiben egy pontrendszer tagjaira csak belsé erék hatnak, a
pontrendszer Osszimpulzusa allando. Természetesen az egyes testek
impulzusa megvaltozhat a rajuk hato belso erdk hatasara.

Lendiilettétel pontrendszerre
Egy pontrendszer lendiiletvaltozasa megegyezik a pontrendszerre hato kiilso

erok eredojének erdlokesével.
Al= F__ [At

kiilsé

Lendiiletmegmaradds pontrendszerre.
Ha egy pontrendszerre csak belsé erok hatnak, akkor azt zart rendszernek
nevezziik. Zart pontrendszer 6sszimpulzusa allando.

4. Munkatétel pontrendszer esetén

m, sy Pontrendszer mozgasi energidjanak a
7 7 megvaltozasat nemcsak kiilsd, de a belsé erd
a) munkdja is eldidézheti.
Enyyy Loy Az é4bra szerint a két kiskocsi kozott megfeszitett
EM%‘ZE rugd van. gy mindkét kiskocsira belsd erd hat.
T Ha a cémaszélat elégetjiik, a kocsik ellentétes
mg mg iranyban kezdik el a mozgasukat. A rugoban
tarolt energia a kiskocsik mozgdsi energiajava
alakul at. Igy ebben az esetben a belsé erdk véltoztattdk meg a pontrendszer
mozgasi energiajat.
Egy pontrendszer mozgasi energiajanak megvaltozasa megegyezik a kiilsd és a
belsd er0k munkajanak az dsszegével.
AE =W_.+W

kiilsé belsé
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Merev test egyensilya és mozgasa

1. A merev test modelljének jellemzése

Az olyan testeket, amelyeknél a fizikai probléma leirasa szempontjabol nem
elhanyagolhat6 a mérete: kiterjedt testeknek nevezziik.
A kiterjedt testeknek ket fajtajuk van:
a) Vannak olyan kiterjedt testek, amelyek nagy erd hatasdra sem
valtoztatjak az alakjukat. Az ilyen testeket merev testeknek nevezziik.
b) A kiterjedt testek masik csoportjanak erd hatasdra megvaltozik az
alakja. Az ilyen testeket deformalhat6 testeknek nevezziik.

A mereyv test olyan elképzelt modell, amelynek mérete a fizikai jelenség leirdsa
szempontjabol nem elhanyagolhatd, és nagy erd hatdsara sem valtoztatja meg az
ilyen test az alakjat, méretét.

2. Hatasvonal és tamadaspont

Az erd tamadaspontjanak nevezziik azt a
_tengely P ponjtot, ah”01 az. gréétvitel torténik az

S i egyik testrdl a masikra.
"*-B..r_?“ar _ ftamadaspont Az er§  hatdsvonala az  erd
k- tamadaspontjdn atmend egyenes, amely
hatasvonal . mentén az eré hat. Egy er6t a
hatdsvonala  mentén tetszOlegesen
eltolhatunk, és kozben a hatasa nem

valtozik.

3. Forgatonyomaték

Az er0 €s az erOkar szorzatat forgatonyomatéknak nevezziik.
Jele: M
M= Flk

Erdkar az erd hatasvonalanak a forgastengelytdl valo tavolsaga.
A forgatonyomaték vektormennyiség.
Mértékegysége: [M] = Nm
A tengely koriil az erd kétféle iranyba forgathatja a testet.

* Pozitivnak nevezziik az éramutat6 jarasaval ellentétes forgast.

* Negativnak nevezziik az dramutato jardsaval megegyez0 forgast.



4. Merev test viselkedése egy eré hatasara

Egyetlen erd hatdsara a merev test az
erd iranyaba gyorsul.

5. Merev test viselkedése két ero hatasara

e Két er6 hatasara a merev test akkor van N
egyensulyban, ha a két er6 kozos hatdsvonala,  f <, - 2 i
egyenlo nagysagu, de ellentétes irany. A

L * Ha a két er6 egymassal szoget zar be,
akkor a merev test az eredderd irdnyaba
gyorsul.

6. Mereyv test viselkedése harom egymassal szoget bezaro eré hatasara
Harom ero hatasara akkor lesz a merev test egyensulyban, ha
* aharom er6 hatdsvonala egy k6zos pontban metszi

egymast €s

* Dbarmely két erd ereddjével egyenld nagysagl, k6zos
hatdsvonalu, de ellentétes iranyl a harmadik erd.

7. Parhuzamos hatasvonalu erdok osszegzése
a) Egyez0 iranyd parhuzamos hatasvonalu erok osszegzése
Ha egy merev testre parhuzamos hatasvonalti egyezd iranyt er0k hatnak,

akkor ezeknek az eréknek az ereddjét szerkesztéssel és szdmoldssal
egyarant meg tudjuk hatarozni.



Szerkesztés

* A merev testre hatd6 két
parhuzamos hatdsvonalll erd az
F, ésaz F,.

* Felvesziink két segéderdt (F' és
-F") ¢s ezek segitségevel
megszerkesztjik F, -t és F, -t.

* Ez a két er6 egymassal mar 180
*-nal kisebb szoget zar be, igy
megszerkeszthetd az eredderd.

* Szerkesztés utan az eredderdt visszacsusztatjuk a hatdsvonal mentén a testre.

Parhuzamos hatdsvonall egyez6 irdnyu erdk ereddjének
* hatdasvonala parhuzamos az Osszetevd erdk hatasvonalaval, és azok
kozott helyezkedik el,
* iranya megegyezik az Osszetevl erdk iranyaval,
* nagysdga megegyezik az dsszetevo er0k nagysaganak az dsszegével.

Szadmolas
Parhuzamos hatasvonalu egyezd irdnyu erdk ereddjének a hatdsvonala az
az egyenes, amelyre nézve az Osszetevoerdk forgatdnyomatékanak az
0sszege nulla.

b) ellentétes iranyu parhuzamos hatasvonalu erok osszegzése

Az ereddero szerkesztése az
elozoekhez hasonldan torténik.




Parhuzamos hatasvonalu ellentétes iranyu erdk ereddjének
* hatdasvonala parhuzamos az 6sszetevO erdk hatasvonalaval, €s az
OsszetevOk hatdsvonalan kiviil, a nagyobbik oldalan helyezkedik

el,

* iranya megegyezik a nagyobb Gsszetevo erd iranyaval,
* nagysaga megegyezik az Osszetevl erok nagysaganak a
kiilonbsegével.

8. Eropar

Eréparnak nevezziik azt az erérendszert, amely

két parhuzamos hatasvonalu,

egyenld nagysagu,

ellentétes iranyu erébdl all.

Ilyen erérendszer nem helyettesithetd egyetlen eredderdvel.
Ez az erérendszer forgatja a testet.

Az erépar forgatonyomatéka egyenld az erdk hatasvonalainak
a tavolsaga és az erd nagysaganak a szorzataval.

Ha pl. barmely erd tamadaspontjara felirjuk a
forgatonyomatékot:

M = Fld, ahol d az er6k hatasvonalainak tavolsaga.

 Erdpar forgatdé hatdsat csak egy masik
erOparral lehet kiegyensulyozni.

2F | W



9. Merev test egyensulyanak altalanos feltétele

A merev test akkor lesz egyensulyban, ha egyszerre két feltétel teljesiil:
* atestre hato erdk ereddje nulla. ZF=0 (nem végez haladdé mozgast a

test)

» a forgatonyomatékok vektori 6sszege nulla. XM=0 (nem forog a

test)

10. Sulyvonal és sulypont

Minden merev test részecskéjére hat nehézségi erd. Ezek azonos iranya
parhuzamos hatasvonalu erok.
A részecskékre hatd nehézségi erdk eredderdjének hatdsvonalat
sulyvonalnak, tamadaspontjat stlypontnak nevezziik.

Kisérletileg ezt ugy tudjuk meghatarozni,
hogy a merev testet egy pontjaban
felfiiggesztjik.

A tartderd hatasvonalaba esik az egyik
sulyvonal.

Ha t6bb pontban felfiiggesztjiik a merev
testet, akkor tobb sulyvonalat is
megrajzolhatunk.

A sulypont a stulyvonalak metszéspontja, az
a pont, amelyre nézve a merev test
részecskéire hat6 nehézségi erdk
forgatonyomatékainak  eldjeles  Osszege
nulla. (Ha a merev testet aladtamasztjuk,
akkor egyensulyi helyzetben van.)

11. Egyensulyi helyzetek

o

Egy merev test addig van egyenstlyban, amig a rdhat6 erék és a
forgatonyomatékok vektori dsszege nulla. A test mindaddig marad ebben az
allapotban, ameddig valamilyen hatds ki nem mozditja Oket ebbdl az
allapotbol.
Az egyensulyi helyzetek azonban lényegesen kiilonbozhetnek egymastol.

10



Biztos vagy stabil az az egyensulyi helyzet, amelybol,
ha kimozditjuk a testet, majd magara hagyjuk, az
visszatér az eredeti helyzetébe. A forgastengely a
sulypont felett van.

Bizonytalan vagy labilis az az egyensulyi helyzet,
amelybdl, ha barmilyen kis mértékben kimozditjuk a
testet, majd magara hagyjuk, a test nem tér vissza
eredeti helyzetébe, hanem a kimozditds iranyaban
tovabbmozogva 1j egyensulyi helyzetet foglal el. A
forgastengely a sulypont alatt van.

Ko6zombos vagy indifferens az az egyensulyi helyzet,
amelybdl, ha kimozditjuk a testet, majd magara
hagyjuk, a test a kimozdulds helyzetében marad
egyensulyban. A forgastengely egybeesik a sulyponttal.

12. Egyszeri gépek
Az egyszeru gépek olyan eszkozok, amelyek:
* megvaltoztatjak az erd iranyat
* megsokszorozzak az altalunk kifejtett erot.
Az egyszeri gépek fajtai:
* emeld tipusu egyszerli gépek
* lejtd tipusu egyszerii gépek.

Emelo tipusa egyszeri gépek

Egyoldalu emeldnél a teher és az emeld erd az emeld

|

~ ugyanazon oldalan van.
: 1 \ Kétoldalu emeldnél a teher és az emeld két kiilonbozo
. tg oldalon van. Pl.: oll6, mérleg

«%@ G,k =Fk, —»  F: leukl
p VG :
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Allécsiga

a)

Mozgocsiga

b, “
A
F
F
g s £
G G
a) b)
Csigasor
7
/ [ ]
\.
0 [ )
/-
\

:

* A csiga tengelye rogzitett.
e Lathato, hogy csak az erd irdnyat valtoztatja
meg.
GUr=Flr

A csiga tengelye nincs rogzitve.
Egyensuly esetén teljesiil:

G

F= —
2

A csigasornal az  alloécsigat  mozgdesigaval
kombinaljak. Igy az er0 nagysagat és az iranyat is
lehet valtoztatni.

Ha n darab 4ll6 és n db mozgocsiga van, akkor az
egyensulyozo ero:

F:£
2[n

A daru koteleit is ilyen 0Osszedllitdson keresztiil
vezetik.

12



Arkhimédeszi csigasor

“

* Minden Ujabb mozgdcsiga beiktatisa felezi az er6t.
* Ha a mozgocsigak szama n, akkor a tartoerd:

10 mozgdesiga alkalmazdsaval 1 tonna tomegll terhet

\
M kevesebb, mint 1 kg tomeggel egyensulyban tudunk
tartani.
|
Hengerkerék
R
E Két kozos tengelyti, kiilonb6zd sugarua csiga.
GUr=FIR
Glr
F- —
| Y R

Példak:

» kerekeskut

* bicikli kormanya
e autok kormanya
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Lejto tipusu egyszeri gépek

Lejton a test egyensulyban tartdsidhoz kisebb
erdre van sziikség, mint a test stlya.
F = m Ug Usina.

mg sin o

* A kifejtett er6 annal kisebb, minél kisebb a

IS lejtd hajlasszoge.

e Ezt az elvet hasznaljdk a hegyi
szerpentineknél is.

Csavar Ek
Egy henger oldaldba vagott lejtd Mozgathato lejtd

B

13. Forgomozgas alaptorvénye

A forgémozgast leiré dinamikai térvény
A forgatonyomaték egyenesen aranyos a szoggyorsuldssal, az aranyossagi

tényez0 a tehetetlenségi nyomaték.

M=00p
14.Tehetetlenségi nyomaték

Jele: ©
A tehetetlenségi nyomaték értéke nemcsak a test tomegétdl, hanem a tengelyhez
viszonyitott tdmegeloszlastol fligg.

I
=L

e Barmely forgo test a forgastengelyhez viszonyitott
Mg 5] tehetetlenségi nyomatékat megkapjuk, ha az egyes
L my

@= myr? + 1yt +man? + merd
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tomegpontoknak forgastengelytol mért tavolsag négyzetét szorozzuk a
tomegpont tomegével, majd ezeket 6sszegezziik.

15. Mereyv test sikmozgasa

Merev test sikmozgasardl akkor beszéliink, ha a merev test tengelye nincs
rogzitve, igy a forgobmozgas mellett haladé mozgast is végez.

A haladomozgast ¢és a forgdmozgést leird torvényszertiségek alakra
megegyeznek, ¢€s az egyenletekben szereplé mennyiségek megfelelnek
egymasnak.

HALADOMOZGAS FORGOMOZGAS
megtett Ut S Szogelfordulas o
bessd ve As 5osebessé o= Aa
sebessé = — szogsebessé = —
s At ° ° At
y . Av . y B A®
orsulas = — szOoggyorsulas = —
gy At ggy At
. tehetetlenségi _ 2
0= i
tomeg m nyomaték ) mir
erd F forgatdnyomaték M
dinamika F=zma forgdbmozgas M: @0
alapegyenlete alapegyenlete
impulzus I=mlv perdiilet N=0lo
Al AN
impulzustétel F =— perdiilettétel M =—
At At

Ha a merev test tisztan gordiil, akkor
e a,-T DB
» akeriileti sebesség megegyezik a tomegkdzéppont sebességével.
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